KOMBINATORIKA

V. PREDAVANJE

Uvod

Kombinatorika je grana matematike koja se bavi prebrojavanjem elemenata
konaénih skupova i prebrojavanjem broja nacina da se ti elementi poredaju.
Faktorijeli

Umnozak prvih n prirodnih brojeva oznatavamo n ! i ¢itamo "n faktorijela".

=1 A=2-1=2, A=3.2.1=6, #=43-21=%,
q=3-4-3-2-1=120,..
Po definiciji stavljamo  0!=1.

Faktorijeli zadovoljavaju rekurzivnu formulu .d:l-(]—]l
Binomni koeficijenti
Neka je n prirodan broj i k prirodan brojili 0, & =m

binomni koeficijent oznacavamo [‘)
F 3

Citamo n "iznad (ili povrh) k" i definiramo:




Teorem o uzastopnom prebrojavanju

Prou€avamo uredene parove. Neka prvi
element uredenog para mozemo izabrati na
n, nacina, a za vec izabrani prvi element,
drugi mozemo izabrati na n, nacina. Tada
uredeni par mozemo izabrati na

N = n,- n, nacina.

Primjer 1: Bacamo dvije kocke razliCite boje.
Na koliko na€ina mogu pasti?

N=6-6=236




* Primjer 2: U gradu ima 85 osnovnih Skola
ravnomjerno rasporedenih u 17 gradskih
Cetvrti. Obitelj s jednim Skolskim djetetom
kupuje stan. Na koliko na€ina moze
odabrati Cetvrt i Skolu ako:

a) nije bitno da Skola bude u istoj Cetvrti;
b) Skola mora biti u istoj Cetvrti kao i stan.

a) N=17 - 85 = 1445
b) N=17 -5=85

Teorem o uzastopnom prebrojavanju vrijedi
opcenito

- ProuCavamo uredene k-torke. Neka prvi
element uredene k-torke mozemo izabrati
na n, nacina, a za vec izabrani prvi
element, drug mozemo izabrati na n,
nacina i tako dalje do k-tog koji mozemo
izabrati na n, nacCina. Tada uredenu
k-torku mozemo izabrati na

N =n,-n,-... -n,nacina.




Primjer: Koliko ima Cetveroznamenkastih brojeva s
razliCitim znamenkama.
RjeSenje:
Prvu znamenku mozemo birati po volji,
9 je mogucih izbora (na prvom mjestu ne smije
biti nula).
Bez obzira koju smo prvu znamenku izabrali,
drugu znamenku biramo izmedu 9 preostalih
(sad mozemo uzeti i nulu).
TreCu znamenku biramo izmedu 8 preostalih,
a Cetvrtu izmedu 7 preostalih.
Dakle, Cetveroznamenkastih brojeva s razli€itim
namenkama im
z alma  99.8.7-45%

* Permutacije bez ponavljanja

« Permutirati znaCi zadane elemente na sve
moguce nacine spajati u skupine tako da
svaka skupina sadrzi sve zadane
elemente.

Broj permutacija skupa od n razliCitih
elemenata jednak je

E=n-@-1).-2-1=M




* Primjer 1. Koliko se troznamenkastih brojeva (s razli€itim
znamenkama) moze napisati od znamenki 1, 2, 37

» To je broj permutacija bez ponavljanja od 3 elementa
B=3=32-1=6
IspiSimo ih: 123 132 213 231 312 321

* Primjer 2. Koliko permutacija elemenata skupa {24.65)
pocCinje s 8?
Skupine su oblika 8 | pri ¢emu na preostalim

mjestima mozZemo napisati bilo koju permutaciju bez
ponavljanja od elemenata skupa {=a.6}

Mozemo ih ispisati na £=3=6 razliCitih nacina.

Permutacije s ponavljanjem

» Imamo skup od n elemenata od kojih je k;
jednakih jedne vrste, k, jednakih druge
vrste, k, jednakih r-te vrste. Sastavljamo
uredene n-torke. Svaka takva n-torka zove
se permutacija s ponavljanjem. Broj
permutacija s ponavljanjem je

prhs M
Yy




Primjer: Koliko se razliCitih rijeCi (smislenih
| besmislenih) moze napisati
od slova rije¢i MATEMATIKA?

RjeSenje: Svaki raspored slova odreduje
jednu permutaciju.
Rije€ je o nizu slova A,A A E,ILK,M,M, T,T.
Broj permutacija s ponavljanjem od 10
elemenata medu kojima ima jednakih (3
slova A, 2 slova M, 2 slova T, 1 slovo E, 1
slovo I'i 1 slovo K)) jednak je

; 1
A TT =131200

Primjer 2: Koliko se brojeva moze napisati od
znamenaka 1,2,3,4,3,3,6,1,4 tako da neparne
znamenke budu uvijek na neparnim mjestima.

RjeSenje: Neparne znamenke 1,1,3,3,3 mozemo
razmjestiti na neparna mjesta  (prvo, trece,
peto, sedmo, deveto) na

ﬁ“=l=g=lt nacina.
Parne znamenke 2,4,4,6 moZemo razmijestiti na
parna mjesta (drugo, Cetvrto, Sesto, osmo) na

B =1=%—12 nacina.

Ukupno mozemo napisati 19-12=120 brojeva.




Varijacije bez ponavljanja

* |z skupa od n razli€itih elemenata
sastavljamo uredene k-torke (k<=n). Svaka
uredena k-torka zove se varijacija k-tog
razreda od n elemenata. Broj svih varijacija
k-tog razreda je

Vn(k) :n'(”‘l)'(”—Z)--..-(n—k+1): n!

(n—k)!

(Taj broj mozemo odrediti koristeci princip
uzastopnog prebrojavanja.)

Primjer 1: Koliko se troznamenkastih brojeva (s
razli€itim znamenkama) moze napisati pomocu
znamenaka 1, 3, 5, 7, 97

RjeSenje: Trazeni broj jednak je broju varijacija bez
ponavljanja 3. razreda u skupu od 5 elemenata.

Fy=54.3=60

lli po principu uzastopnog prebrojavanja prvu
znamenku mozemo birati na 5 nacina. Bez
obzira koju smo prvu znamenku izabrali, drugu
znamenku biramo izmedu 4 preostale, trecu
izmedu 3 preostale.




Primjer 2: Koliko se Cetveroznamenkastih brojeva s
razliCitim znamenkama moze napisati pomocu
znamenaka 0, 1, 3, 5, 7, 9?

Rjesenje: Uredenih Cetvorki od 6 elemenata
Ima o _g.5.4.3=350
Buduci da brojevi ne mogu pocinjati s nulom,
moramo od dobivenog broja oduzeti one Kkoji
pocCinju s nulom.
To su brojevioblikaO __ _, anjihima
7 =54-3=60

Dakle, Cetveroznamenkastih brojeva s razlicitim
znamenkama Koji se mogu napisati pomocu
znamenaka 0, 1, 3, 5, 7, 9 ima

7 -F; =38-50=300

Varijacije s ponavljanjem

* |z skupa od n razli€itih elemenata
sastavljamo uredene k-torke, ali tako da
se elementi mogu ponavljati (k moze biti i
veci od n). Svaka takva uredena k-torka
zove se varijacija s ponavljanjem k-tog
razreda od n elemenata. Broj varijacija s
ponavljanjem je

— (k)
Vn — nk




Primjer 1: Lokot sa Sifrom ima 4 koluta, a na
svakom kolutu 10 slova naSe abecede. Na
koliko se nacina moze izabrati Sifra za
lokot?

RjeSenje: Trazeni broj jednak je broju

varijacija s ponavljanjem 4. razreda u
skupu od 30 elemenata.

72 =30% =810000

Sifra za lokot moZe se izabrati na 810 000
nacdina.

Primjer 2: Koliko se troznamenkastih brojeva
moze napisati pomoc¢u znamenaka
1,3,5,7,97?

RjeSenje: To je broj varijacija s ponavljanjem

3. razreda od 5 elemenata: -
¥5=5.5.5=125

lli, prema principu uzastopnog prebrojavanja
prvu znamenku mozemo odabrati na 5
nacina, drugu i treCu znamenku takoder na
5 nacina (jer se znamenke mogu ponavljati)

Mozemo napisati 125 troznamenkastih
brojeva pomoc¢u zadanih znamenaka.




Kombinacije bez ponavljanja

- 1z skupa od n razlicitih elemenata biramo
k-Clane podskupove (k<=n) (redosljed
elemenata u skupu nije bitan). Svaki
k-Clani podskup zove se kombinacija
k-tog razreda od n elemenata. Broj svih
kombinacija k-tog razreda je

ch g __ N :(“)
S T

Primjer 1: Na koliko naCina mozemo odabrati dva
elementa skupa {12,34,5})”

RjeSenje: Buduci da poredak elemenata nije bitan
moguci su sljedeci izbori:
12 23 34 45
13 24 35
14 25
15
Broj kombinacija 2. razreda u skupu od 5
elemenata jednak je [5) 2

1=

=——=10
2) AX

Dva elementa zadanog skupa mozZemo odabrati
na 10 nacina.
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Primjer 2: Na koliko se naCina moze izvuci 7
brojeva i jedan dopunski broj u igri
LOTO 7 od 397

RjeSenje: Najprije se izvlaCi 7 brojeva od 39.

To se moze napraviti na

39 39

Ko ['? ] w3 nacina.

Nakon toga, dopunski se broj moze izvuci

izmedu preostala 32 broja na 32 nacina.

Ukupan broj nacina je

32[_::9] =492189984

Kombinacije s ponavljanjem

- Imamo skup od n razliCitih elemenata i neki
broj k. Svaka neuredena k-torka elemenata
iz skupa u kojoj se elementi mogu i
ponavljati (redoslijed elemenata u k-torci
nije bitan) zove se kombinacija s
ponavljanjem k-tog razreda od n
elemenata. Broj svih kombinacija s
ponavljanjem k-tog razreda od n
elemenata je Ko _ 6(k)(”+k‘1j _(n+ k-1

v ~ (n-1)'k!

k
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Primjer 1: U cvjecarnici se prodaju mini ruze, ruze i
ljiljani. Na koliko naCina je moguce naprauviti
buket od 9 cvjetova?

RjeSenje: U ponudi su 3 vrste cvijeca (n=3),
formiramo buket od 9 cvjetova (k = 9), mozemo
birati ponovo istu vrstu cvije¢a. Buket mozemo
napraviti na

_ _ 9+3-1 11 1
Kég)zcég’( )=( ):3:55
9 9 2101

nacina.
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